
联赛二试 · CMO 代数进阶 

精选五讲 

 

全册导读 

本册从一条主线出发——复数与三角互为表里：欧拉公式 𝑒𝑖𝜃 = cos𝜃 + 𝑖sin𝜃 把”角”

变成单位圆上的复数，而 𝑧 + 𝑧−1 = 2cos𝜃 又把三角塌缩成代数。沿这条线，前三

讲把它用到解方程、解递推、判定三角值的代数本性；第四讲转向它的几何化身；

第五讲收尾于一门独立的硬技巧。五讲按逻辑递进编排： 

讲

次 主题 核心工具 代表题型 

一 Chebyshev 与三角法解

方程 

𝑥 = 2cos𝜃、𝑇𝑛、De 
Moivre 

三角法解三次 / 高次方

程 

二 换元法解非线性与分式

递推 

𝑎2 − 2、复不动点、tan 

代换 

求递推通项、判周期 

三 代数整数与极小多项式 “有理的代数整数必为整

数” 
cos

2𝜋

𝑛
 的极小多项式、

无理性 

四 复数与平面几何 旋转 𝑧 ↦ 𝑝 + 𝑒𝑖𝜃(𝑧 − 𝑝) 正三角形判据、Ptolemy 

五 Vieta jumping 与二次型

递降 

二次方程”跳根”+ 无穷

递降 

丢番图整除题 

逻辑脉络：第一讲立起 𝑥 = 2cos𝜃 与 Chebyshev 这套工具并用它解方程；第二讲用

同一种换元思想去解递推；第三讲深挖”为什么 cos
2𝜋

𝑛
 这些值满足整系数方程”（代

数整数、极小多项式），正是第一讲 Chebyshev 结构的延伸；第四讲转到复数的

几何用法；第五讲独立成章，讲 Vieta 跳跃与无穷递降。 

阅读约定 𝑇𝑛, 𝑈𝑛 记第一、二类 Chebyshev 多项式（𝑇𝑛(cos𝜃) = cos𝑛𝜃）。

𝜁𝑛 = 𝑒2𝜋𝑖/𝑛 为 𝑛 次本原单位根。⌊⋅⌋ 取整。星号 (⋆) 标注更难、达 CMO 压

轴档的题。 

 

第一讲 Chebyshev 多项式与三角法解方程 

许多三次、高次方程在实数里”看不出根”，根式还要开复数（卡尔达诺的不可约情

形）。但只要系数”眼熟”，一个代换 𝑥 = 2cos𝜃 就能让方程塌缩成一句倍角等式。



本讲先把复数与三角的桥、Chebyshev 多项式立起来——它们也是后两讲的地基—

—再用来解方程。 

1.1 理论 

(一) De Moivre 与复数–三角桥 欧拉公式 𝑒𝑖𝜃 = cos𝜃 + 𝑖sin𝜃 给出 De Moivre 公式 

(cos𝜃 + 𝑖sin𝜃)𝑛 = cos𝑛𝜃 + 𝑖sin𝑛𝜃. 

二项展开后取实部、虚部，便把 cos𝑛𝜃, sin𝑛𝜃 写成 cos𝜃, sin𝜃 的多项式。 

(二) 𝑧 + 𝑧−1 装置与 Chebyshev 多项式 取 𝑧 = 𝑒𝑖𝜃，则 𝑧𝑘 + 𝑧−𝑘 = 2cos𝑘𝜃。由 

(𝑧 + 𝑧−1)(𝑧𝑘 + 𝑧−𝑘) = (𝑧𝑘+1 + 𝑧−(𝑘+1)) + (𝑧𝑘−1 + 𝑧−(𝑘−1)) 

知 𝑧𝑘 + 𝑧−𝑘 是 𝑧 + 𝑧−1 的首一整系数多项式。据此定义第一类 Chebyshev 多项式 

𝑇𝑛，使 𝑇𝑛(cos𝜃) = cos𝑛𝜃： 

𝑇𝑛+1(𝑥) = 2𝑥𝑇𝑛(𝑥) − 𝑇𝑛−1(𝑥),  𝑇0 = 1,  𝑇1 = 𝑥; 

𝑇2 = 2𝑥2 − 1, 𝑇3 = 4𝑥3 − 3𝑥, 𝑇4 = 8𝑥4 − 8𝑥2 + 1, 𝑇5 = 16𝑥5 − 20𝑥3 + 5𝑥. 

它的根为 cos
(2𝑘−1)𝜋

2𝑛
（𝑘 = 1,… , 𝑛），并有漂亮的复合性质 𝑇𝑚(𝑇𝑛(𝑥)) = 𝑇𝑚𝑛(𝑥)。

若改记 𝑥 = 2cos𝜃，则 2cos𝑛𝜃 同样是 𝑥 的首一整系数多项式（即 2𝑇𝑛(𝑥/2)）——

这一点是第三讲”代数整数”的种子。 

(三) 解方程的原理 若多项式方程能配成 𝑇𝑛(𝑥) = 常数（用 𝑥 = cos𝜃），或配成 

𝑥3 − 3𝑥、𝑥2 − 2 这类”𝑥 + 𝑥−1 型”（用 𝑥 = 2cos𝜃），就化为倍角方程 cos𝑛𝜃 = 常

数，从而一次读出全部实根。 

心法 看到 𝑥3 − 3𝑥、𝑥2 − 2、4𝑥3 − 3𝑥、8𝑥4 − 8𝑥2 + 1 这种”系数眼熟”的

多项式，立刻试 𝑥 = 2cos𝜃 或 𝑥 = cos𝜃：右端塌缩成单一余弦，方程随即

变成”cos 的某倍角 = 常数”。求根问题就此化为读角问题。 

1.2 例题 

例 1.1（三角法解三次方程 · 不可约情形） 设 |𝑐| ≤ 2。解 𝑥3 − 3𝑥 = 𝑐。 

解. 令 𝑥 = 2cos𝜃。则 

𝑥3 − 3𝑥 = 8cos3𝜃 − 6cos𝜃 = 2(4cos3𝜃 − 3cos𝜃) = 2cos3𝜃, 

故 𝑥3 − 3𝑥 = 𝑐 ⇔ cos3𝜃 =
𝑐

2
。因 |𝑐| ≤ 2，取 𝜃0 =

1

3
arccos

𝑐

2
，则 3𝜃 可取 

3𝜃0,  3𝜃0 + 2𝜋,  3𝜃0 + 4𝜋，给出三个实根 

 𝑥𝑘 = 2cos (𝜃0 +
2𝑘𝜋

3
) , 𝑘 = 0,1,2.   



这正是 Cardano 公式在判别式为负（三实根的”不可约情形”，根式须开复数）下，

用三角函数表实根的标准做法。一般的 𝑦3 + 𝑝𝑦 + 𝑞 = 0（𝑝 < 0）先线性放缩 𝑦 =

𝜆𝑡（取 𝜆 = √−𝑝/3）即化为 𝑡3 − 3𝑡 = 常数。◼ 

例 1.2（求三次方程的全部实根） 求 8𝑥3 − 6𝑥 − 1 = 0 的三个实根。 

解. 两边除以 2：4𝑥3 − 3𝑥 =
1

2
。由 4cos3𝜃 − 3cos𝜃 = cos3𝜃，令 𝑥 = cos𝜃 得 

cos3𝜃 =
1

2
，即 3𝜃 = ±

𝜋

3
+ 2𝑘𝜋。在 [0, 𝜋] 内得 𝜃 =

𝜋

9
,
5𝜋

9
,
7𝜋

9
，故 

 𝑥 = cos
𝜋

9
,  cos

5𝜋

9
,  cos

7𝜋

9
.   

（核验 Vieta：三根之和 = 0、两两积之和 = −
3

4
、积 =

1

8
，与 𝑥3 −

3

4
𝑥 −

1

8
= 0 一

致。）◼ 

例 1.3（用 𝑇5 求 cos36∘） 求 cos36∘ 的精确值。 

解. 设 𝑥 = cos36∘。由 𝑇5(𝑥) = 16𝑥5 − 20𝑥3 + 5𝑥 = cos(5 ⋅ 36∘) = cos180∘ = −1，

得 

16𝑥5 − 20𝑥3 + 5𝑥 + 1 = 0. 

𝑥 = −1 是一根，提取因式 (𝑥 + 1)(16𝑥4 − 16𝑥3 − 4𝑥2 + 4𝑥 + 1) = 0，而 16𝑥4 −

16𝑥3 − 4𝑥2 + 4𝑥 + 1 = (4𝑥2 − 2𝑥 − 1)2。因 cos36∘ > 0，取 4𝑥2 − 2𝑥 − 1 = 0 的

正根： 

cos36∘ =
1 + √5

4
. 

这已预示第三讲的主题——cos
2𝜋

𝑛
 总满足一个整系数方程。◼ 

1.3 练习（答案见本讲末） 

练习 1.1 解 𝑥3 − 3𝑥 = 1 的三个实根。 

练习 1.2 求 cos72∘ 的精确值。 

练习 1.3 (⋆) 设 𝜁 = 𝑒2𝜋𝑖/7。证明 cos
2𝜋

7
, cos

4𝜋

7
, cos

6𝜋

7
 是 8𝑥3 + 4𝑥2 − 4𝑥 − 1 = 0 的

三根，并求 sec
2𝜋

7
+ sec

4𝜋

7
+ sec

6𝜋

7
。 

第一讲练习答案 

1.1 令 𝑥 = 2cos𝜃：2cos3𝜃 = 1，cos3𝜃 =
1

2
，3𝜃 = ±

𝜋

3
+ 2𝑘𝜋，在 [0, 𝜋] 内 𝜃 =

𝜋

9
,
5𝜋

9
,
7𝜋

9
。故三根为 2cos

𝜋

9
,  2cos

5𝜋

9
,  2cos

7𝜋

9
。 



1.2 设 𝑥 = cos72∘ = cos
2𝜋

5
。由 𝑇5(𝑥) = cos(5 ⋅ 72∘) = cos360∘ = 1 得 16𝑥5 −

20𝑥3 + 5𝑥 − 1 = 0，𝑥 = 1 是一根，(𝑥 − 1)(4𝑥2 + 2𝑥 − 1)2 = 0。取 4𝑥2 + 2𝑥 −

1 = 0 的正根：cos72∘ =
√5−1

4
。 

1.3 由 1 + 𝜁 + ⋯+ 𝜁6 = 0 除以 𝜁3 得 ∑ (𝜁𝑘 + 𝜁−𝑘)3
𝑘=1 + 1 = 0，即 𝑐1 + 𝑐2 + 𝑐3 =

−1，其中 𝑐𝑘 = 2cos
2𝑘𝜋

7
。用 𝑐2 = 𝑐1

2 − 2,  𝑐3 = 𝑐1
3 − 3𝑐1 代入：𝑐1

3 + 𝑐1
2 − 2𝑐1 − 1 =

0；令 𝑐1 = 2𝑥 即 8𝑥3 + 4𝑥2 − 4𝑥 − 1 = 0，三个余弦同时满足。又 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3 是 𝑦3 +

𝑦2 − 2𝑦 − 1 = 0 的根，故 𝑒1 = −1,  𝑒2 = −2,  𝑒3 = 1，于是 

sec 2𝜋 7⁄ + sec 4𝜋 7⁄ + sec 6𝜋 7⁄ = ∑
2

𝑐𝑘

3

𝑘=1

= 2 ⋅
𝑒2

𝑒3
= 2 ⋅

−2

1
= −4. 

 

第二讲 换元法解非线性与分式递推 

第一讲用 𝑥 = 2cos𝜃 把方程塌缩成倍角等式；同一招也能驯服递推：找一个代换 

𝑎𝑛 = 𝜙(𝜃𝑛)，让非线性或分式的递推变成 𝜃𝑛 的线性递推。两类最常见——倍乘型

（角倍增，给 2𝑛 型封闭式）与分式型（角平移，给周期或收敛）。 

2.1 理论 

(一) 倍乘型：角倍增 代换字典： 

递推右端 代换 效果 

𝑎2 − 2 𝑎 = 𝑥 + 𝑥−1 𝑥 ↦ 𝑥2（指数翻倍） 

2𝑎2 − 1 𝑎 = cos𝜃 𝜃 ↦ 2𝜃 

2𝑎

1 − 𝑎2
 

𝑎 = tan𝜃 𝜃 ↦ 2𝜃 

代换后角（或指数）每步翻倍，故 𝜃𝑛 = 2𝑛−1𝜃1，封闭式带 2𝑛−1 次幂。 

(二) 分式型：Möbius 递推的线性化 记 𝑀(𝑎) =
𝛼𝑎+𝛽

𝛾𝑎+𝛿
（𝛼𝛿 − 𝛽𝛾 ≠ 0），则 𝑎𝑛 =

𝑀 𝑛−1(𝑎1)。三个关键事实把它彻底解清楚： 

① 复合即矩阵相乘。 𝑀 对应矩阵 (
𝛼 𝛽
𝛾 𝛿

)（相差非零数倍不影响 𝑀），且 𝑀1 ∘ 𝑀2 

对应矩阵之积。于是迭代 𝑀𝑛 对应矩阵的 𝑛 次幂——分式递推本质是线性的，只是

写在了”射影坐标”里。 

② 不动点把它对角化。 不动点满足 𝑥 = 𝑀(𝑥)，即 𝛾𝑥2 + (𝛿 − 𝛼)𝑥 − 𝛽 = 0，记两

根 𝑥1, 𝑥2（即矩阵的两个特征方向）。作共轭变换 



𝑤 =
𝑎 − 𝑥1

𝑎 − 𝑥2
  (把 𝑥1 ↦ 0,  𝑥2 ↦ ∞), 

则 𝑀 在 𝑤 坐标下变成纯乘法 𝑤 ↦ 𝑘 𝑤，其中 𝑘 =
𝛼−𝛾𝑥1

𝛼−𝛾𝑥2
（恰为两特征值之比）。因

此一步到位： 

𝑎𝑛 − 𝑥1

𝑎𝑛 − 𝑥2
= 𝑘  𝑛−1 ⋅

𝑎1 − 𝑥1

𝑎1 − 𝑥2
. 

③ 𝑘 的模决定命运。 

• 两实不动点（判别式 > 0）：一般 |𝑘| ≠ 1，𝑘  𝑛−1 → 0（或 ∞），故 𝑤𝑛 → 0

（或 ∞），即 𝑎𝑛 收敛到吸引不动点；收敛是几何速率 |𝑘|𝑛。 

• 共轭复不动点（判别式 < 0，此时 𝑥2 = 𝑥‾1）：因 𝛼, 𝛾 为实数，𝑘 =
𝛼−𝛾𝑥1

𝛼−𝛾𝑥1
 形

如 𝑧/𝑧‾，故 |𝑘| = 1，𝑘 = 𝑒𝑖𝜓。数列在 𝑤 坐标里沿单位圆匀速旋转，有界不

收敛；若 𝜓 = 2𝜋 ⋅
𝑝

𝑞
（最简分数）则 𝑘𝑞 = 1，周期为 𝑞。 

• 重不动点（判别式 = 0）：𝑤 坐标下是平移，𝑎𝑛 仍收敛到唯一不动点（次

线性）。 

④ 三角捷径。 不动点为 ±𝑖 时，上面的 𝑤 正是 𝑎 = tan𝜃：直接验证 
𝑎−𝑖

𝑎+𝑖
= −𝑒2𝑖𝜃。

于是凡能配成 tan(𝜃 ± 𝜑) 的和角形式，每步 𝜃 平移 ±𝜑，𝑘 = 𝑒±2𝑖𝜑，周期 =
𝜋

𝜑
（约

简）——这与复不动点法殊途同归。 

心法 非线性递推先问”右端是不是某个倍角 / 平方公式”——是就配 𝑥 +

𝑥−1、cos 或 tan 代换，把迭代变成指标的翻倍；分式递推一律先解不动

点二次方程，再用 𝑤 =
𝑎−𝑥1

𝑎−𝑥2
 把它线性化成”每步乘 𝑘“：|𝑘| ≠ 1 收敛、

|𝑘| = 1 周期（周期由 𝑘 的辐角定）。代换后务必回查定义域。 

2.2 例题 

例 2.1（倍乘型 · 与 Lucas 数相通） 设 𝑎1 = 3,  𝑎𝑛+1 = 𝑎𝑛
2 − 2。求 𝑎𝑛。 

解. 令 𝑎𝑛 = 𝑥𝑛 + 𝑥𝑛
−1。由 𝑎2 − 2 = (𝑥 + 𝑥−1)2 − 2 = 𝑥2 + 𝑥−2 知 𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛

2，故 

𝑥𝑛 = 𝑥1
2𝑛−1

。由 𝑥1 + 𝑥1
−1 = 3 得 𝑥1 =

3+√5

2
，于是 

𝑎𝑛 = (
3 + √5

2
)

2𝑛−1

+ (
3 − √5

2
)

2𝑛−1

. 

又 
3+√5

2
= 𝜑2（𝜑 =

1+√5

2
 为黄金比），故 𝑎𝑛 = 𝜑2𝑛

+ 𝜑−2𝑛
= 𝐿2𝑛（第 2𝑛 个 Lucas 

数）：3,7,47,2207, …。◼ 



例 2.2（倍乘型 · 嵌套根式与逼近速率） 求 √2 + √2 + ⋯+ √2
⏟

𝑘 个根号

 之值、𝑘 → ∞ 的极

限及其逼近速率。 

解. 设 𝑎1 = √2,  𝑎𝑛+1 = √2 + 𝑎𝑛，所求为 𝑎𝑘。代换 𝑎𝑛 = 2cos𝜃𝑛：由 √2 + 2cos𝜃 =

2cos
𝜃

2
（𝜃 ∈ (0, 𝜋)）得 𝜃𝑛+1 = 𝜃𝑛/2。初值 𝑎1 = √2 = 2cos

𝜋

4
，故 𝜃𝑛 =

𝜋

2𝑛+1
， 

𝑎𝑘 = 2cos
𝜋

2𝑘+1
 →

 𝑘→∞ 
 2. 

逼近速率：由 2 − 2cos𝜃 = 4sin2 𝜃

2
，√2 − 𝑎𝑘 = 2sin

𝜋

2𝑘+2，故 

2 𝑘√2 − 𝑎𝑘 = 2 𝑘+1sin
𝜋

2𝑘+2
=

𝜋

2
⋅
sin𝜃

𝜃
 →

 𝑘→∞ 
 
𝜋

2
  (𝜃 = 𝜋 2𝑘+2⁄ ), 

即误差 2 − 𝑎𝑘 约以 (
𝜋

2𝑘+1)
2

 的量级趋于零。◼ 

例 2.3（分式型 · 复不动点定周期） 求 𝑎𝑛+1 =
𝑎𝑛−1

𝑎𝑛+1
 的周期。 

解一（复不动点）. 不动点 𝑥 =
𝑥−1

𝑥+1
⇒ 𝑥2 = −1 ⇒ 𝑥 = ±𝑖，共轭复根，故为周期数

列。以 𝛼 = 1, 𝛽 = −1, 𝛾 = 1, 𝛿 = 1， 

𝑘 =
𝛼 − 𝛾𝑥1

𝛼 − 𝛾𝑥2
=

1 − 𝑖

1 + 𝑖
= −𝑖 = 𝑒−𝑖𝜋/2, 

辐角 −
𝜋

2
= 2𝜋 ⋅ (−

1

4
)，故周期 4。 

解二（三角）. 
𝑎−1

𝑎+1
=

tan𝜃−1

1+tan𝜃
= tan(𝜃 − 45∘)，每步减 45∘，tan 周期 180∘，故周期 

180/45 = 4。 

验证（𝑎1 = 2）：2 →
1

3
→ −

1

2
→ −3 → 2。◼ 

例 2.4（分式型 · 用周期反求初值） 数列满足 𝑎𝑛+1 =
1+𝑎𝑛

1−𝑎𝑛
，已知 𝑎2024 = 3。求 𝑎1。 

解. 令 𝑎𝑛 = tan𝜃𝑛：
1+tan𝜃

1−tan𝜃
= tan(𝜃 + 45∘)，每步加 45∘，周期 180/45 = 4，即 

𝑎𝑛+4 = 𝑎𝑛。由 2024 = 4 × 506，𝑎2024 = 𝑎4。记 𝑀(𝑎) =
1+𝑎

1−𝑎
，则 𝑎4 = 𝑀3(𝑎1)；周

期 4 意味 𝑀4 = id，故 𝑀3 = 𝑀−1，反推一步： 

𝑎1 = 𝑀(𝑎4) = 𝑀(3) =
1 + 3

1 − 3
= −2. 

验证：−2 → −
1

3
→

1

2
→ 3，确有 𝑎4 = 3。◼ 



例 2.5（分式型 · 实不动点则收敛） 设 𝑎1 = 1,  𝑎𝑛+1 =
𝑎𝑛+2

𝑎𝑛+1
。求 lim𝑛→∞𝑎𝑛 及其收

敛速率。 

解. 不动点 𝑥 =
𝑥+2

𝑥+1
⇒ 𝑥2 = 2 ⇒ 𝑥 = ±√2，两个实不动点，故收敛。作共轭变换 

𝑤𝑛 =
𝑎𝑛−√2

𝑎𝑛+√2
，由 ② 得 𝑤𝑛 = 𝑘  𝑛−1𝑤1，其中 

𝑘 =
𝛼 − 𝛾𝑥1

𝛼 − 𝛾𝑥2
=

1 − √2

1 + √2
= −(3 − 2√2),  |𝑘| = 3 − 2√2 ≈ 0.172 < 1. 

故 𝑤𝑛 → 0，即 𝑎𝑛 → √2，且 |𝑎𝑛 − √2| 以公比 |𝑘| = 3 − 2√2 几何递减。（这正是 

√2 的连分数逼近 1, 3 2⁄ , 7 5⁄ , 17 12⁄ ,… 背后的递推。）◼ 

2.3 练习（答案见本讲末） 

练习 2.1 设 𝑎1 = 4,  𝑎𝑛+1 = 𝑎𝑛
2 − 2，求 𝑎𝑛 的封闭式。 

练习 2.2 设 𝑎1 = 1,  𝑎𝑛+1 =
𝑎𝑛

1+√1+𝑎𝑛
2
，求 𝑎𝑛。（提示：𝑎 = tan𝜃，半角 tan

𝜃

2
=

tan𝜃

1+sec𝜃
。） 

练习 2.3 求 𝑎𝑛+1 =
1

1−𝑎𝑛
 的周期。 

练习 2.4 (⋆) 设 𝑡 = tan
𝜋

5
,  𝑎𝑛+1 =

𝑎𝑛−𝑡

1+𝑡 𝑎𝑛
，求其周期，并说明为何不收敛。 

练习 2.5 设 𝑎1 = 0,  𝑎𝑛+1 =
4𝑎𝑛+2

𝑎𝑛+3
。求 lim𝑛→∞𝑎𝑛。 

第二讲练习答案 

2.1 令 𝑎𝑛 = 𝑥𝑛 + 𝑥𝑛
−1，则 𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛

2。由 𝑥1 + 𝑥1
−1 = 4 得 𝑥1 = 2 + √3，故 𝑎𝑛 =

(2 + √3)
2𝑛−1

+ (2 − √3)
2𝑛−1

（即 4,14,194, …）。 

2.2 令 𝑎𝑛 = tan𝜃𝑛，则 𝑎𝑛+1 =
tan𝜃

1+sec𝜃
= tan

𝜃

2
，故 𝜃𝑛+1 = 𝜃𝑛/2。𝑎1 = 1 = tan

𝜋

4
，

𝜃𝑛 =
𝜋

2𝑛+1，故 𝑎𝑛 = tan
𝜋

2𝑛+1。 

2.3 不动点 𝑥 =
1

1−𝑥
⇒ 𝑥2 − 𝑥 + 1 = 0 ⇒ 𝑥 = 𝑒±𝑖𝜋/3，共轭复根。𝑘 =

𝑥1

𝑥2
= 𝑒2𝜋𝑖/3（3 

阶单位根），周期 3。验证（𝑎1 = 2）：2 → −1 →
1

2
→ 2。 

2.4 
𝑎−𝑡

1+𝑡𝑎
=

tan𝜃−tan36∘

1+tan𝜃tan36∘
= tan(𝜃 − 36∘)，每步减 36∘；使 36∘𝑞 为 180∘ 整数倍的最小

正整数 𝑞 = 5，故周期 5。因 36∘/180∘ =
1

5
 有理，数列在五个值间严格循环；非常

数的周期数列必不收敛。 



2.5 不动点 𝑥 =
4𝑥+2

𝑥+3
⇒ 𝑥2 − 𝑥 − 2 = 0 ⇒ 𝑥 = 2,−1，两实根。𝑘 =

𝛼−𝛾𝑥1

𝛼−𝛾𝑥2
=

4−2

4−(−1)
=

2

5
，|𝑘| < 1，故 𝑤𝑛 =

𝑎𝑛−2

𝑎𝑛+1
→ 0，即 lim𝑛→∞𝑎𝑛 = 2。 

 

第三讲 代数整数与极小多项式 

第一讲反复用到一个事实：2cos𝑛𝜃 是 2cos𝜃 的首一整系数多项式。它的深意是—

—2cos
2𝜋

𝑛
 这类数都是”代数整数”。本讲把这套语言立起来，用一条朴素引理（有理

的代数整数必为整数）解决一批”某三角值是否有理 / 无理”的问题，核心是 Niven 

定理。 

3.1 理论 

(一) 代数数与代数整数 复数 𝛼 称代数数，若它是某非零有理系数多项式的根；若

它是某首一整系数多项式的根，则称代数整数。例如 √2（根于 𝑥2 − 2）、𝜁𝑛 =

𝑒2𝜋𝑖/𝑛（根于 𝑥𝑛 − 1）都是代数整数。 

(二) 极小多项式 代数数 𝛼 的极小多项式 𝑚𝛼(𝑥) 是以 𝛼 为根、首项系数为 1 的最低

次有理系数多项式。它唯一、不可约，且整除任何以 𝛼 为根的有理系数多项式。

deg𝑚𝛼 称为 𝛼 的次数；𝛼 有理 ⇔ 次数为 1。 

(三) 两条核心事实 

• 代数整数成环：两个代数整数之和、之积仍是代数整数（其和 / 积是各自共

轭组合的对称函数，仍满足某首一整系数方程）。由此 2cos
2𝜋

𝑛
= 𝜁𝑛 + 𝜁𝑛

−1 

是代数整数。 

• 有理的代数整数必为整数：若 𝑟 ∈ ℚ 又是代数整数，则 𝑟 ∈ ℤ。证：设 𝑟 =
𝑝

𝑞
 

既约，满足 𝑟𝑘 + 𝑐𝑘−1𝑟
𝑘−1 + ⋯+ 𝑐0 = 0（𝑐𝑖 ∈ ℤ）；乘 𝑞𝑘 得 𝑝𝑘 =

−𝑞(𝑐𝑘−1𝑝
𝑘−1 + ⋯+ 𝑐0𝑞

𝑘−1)，故 𝑞 ∣ 𝑝𝑘，与 gcd(𝑝, 𝑞) = 1 矛盾，除非 𝑞 = 1。 

心法 要证某三角值无理：先说明它（或其 2 倍）是代数整数，再证它不

是整数（或极小多项式次数 > 1）。要证有理角的三角值取值受限：用 

Niven 定理——把”有理”与”代数整数”对撞，逼出 {0, ±
1

2
, ±1}。 

3.2 例题 

例 3.1（Niven 定理） 证明：若 𝜃 = 𝑟𝜋（𝑟 ∈ ℚ）且 cos𝜃 ∈ ℚ，则 cos𝜃 ∈

{0,  ±1 2⁄ ,  ±1}；并由此说明 
1

𝜋
arccos

1

3
 无理。 

解. 记 𝑎𝑘 = 2cos(𝑘𝜃)。由 2cos((𝑘 + 1)𝜃) = 2cos𝜃 ⋅ 2cos𝑘𝜃 − 2cos((𝑘 − 1)𝜃)，即 

𝑎𝑘+1 = 𝑎1𝑎𝑘 − 𝑎𝑘−1，配合 𝑎0 = 2,  𝑎1 = 2cos𝜃，归纳知每个 𝑎𝑘 是 𝑎1 的首一整系数



多项式。设 𝑟 =
𝑝

𝑞
，取 𝑘 = 𝑞：𝑎𝑞 = 2cos(𝑝𝜋) = ±2，于是 𝑎1 = 2cos𝜃 满足一个首

一整系数方程，是代数整数。但 2cos𝜃 ∈ ℚ，由”有理代数整数必为整数”得 

2cos𝜃 ∈ ℤ；又 |2cos𝜃| ≤ 2，故 2cos𝜃 ∈ {0,±1,±2}，即 cos𝜃 ∈ {0,±
1

2
, ±1}。 

应用：若 
1

𝜋
arccos

1

3
= 𝑟 ∈ ℚ，则 𝜃 = 𝑟𝜋 有 cos𝜃 =

1

3
∉ {0,±

1

2
, ±1}，矛盾。故 

1

𝜋
arccos

1

3
 无理。◼ 

例 3.2（cos
2𝜋

7
 的极小多项式与无理性） 证明 cos

2𝜋

7
 无理，并说明 cos

2𝜋

𝑛
∈ ℚ 当且

仅当 𝑛 ∈ {1,2,3,4,6}。 

解. 第一讲已得 cos
2𝜋

7
 满足 8𝑥3 + 4𝑥2 − 4𝑥 − 1 = 0，即首一有理方程 𝑥3 +

1 2⁄ 𝑥2 − 1 2⁄ 𝑥 − 1 8⁄ = 0。三次多项式可约必有有理根，而由有理根定理，候选 

±1,± 1 2⁄ , ±1 4⁄ ,±1 8⁄  代入 8𝑥3 + 4𝑥2 − 4𝑥 − 1 均不为零，故无有理根、在 ℚ 上

不可约。因此 cos
2𝜋

7
 的次数为 3 > 1，无理。 

一般的 cos
2𝜋

𝑛
 是有理角的余弦，若有理则由 Niven 属于 {0, ±

1

2
, ±1}，逐一对应：

1 ⇒ 𝑛 = 1，−1 ⇒ 𝑛 = 2，
1

2
⇒ 𝑛 = 6，−

1

2
⇒ 𝑛 = 3，0 ⇒ 𝑛 = 4。故 cos

2𝜋

𝑛
∈ ℚ ⇔

𝑛 ∈ {1,2,3,4,6}。（这正是晶体学限制定理的代数内核——平面点阵只允许 1,2,3,4,6 

重旋转对称。）◼ 

例 3.3（正切的 Niven 定理） (⋆) 证明：若 𝜃 = 𝑟𝜋（𝑟 ∈ ℚ）且 tan𝜃 ∈ ℚ，则 

tan𝜃 ∈ {0,±1}。 

解. 设 𝑡 = tan𝜃 ∈ ℚ，则 cos2𝜃 =
1−𝑡2

1+𝑡2 ∈ ℚ，且 2𝜃 = 2𝑟𝜋 仍是 𝜋 的有理倍。由例 

3.1，cos2𝜃 ∈ {0,±
1

2
, ±1}。由 

1−𝑡2

1+𝑡2 = 𝑣 解出 𝑡2 =
1−𝑣

1+𝑣
： 

𝑣 = 1 ⇒ 𝑡 = 0; 𝑣 = 0 ⇒ 𝑡 = ±1; 𝑣 = −1 (𝜃 = 𝜋 2⁄ ,  tan 无定义); 𝑣 = ±1 2⁄
⇒ 𝑡2 = 1 3⁄  或 3 (无理). 

故有理的 𝑡 只能是 0, ±1。◼ 

3.3 练习（答案见本讲末） 

练习 3.1 证明 
1

𝜋
arccos

1

4
 无理。 

练习 3.2 证明 √2 + √3 是代数整数，求其极小多项式，并证它无理。 

练习 3.3 (⋆) 求 cos
2𝜋

5
+ cos

4𝜋

5
 与 cos

2𝜋

5
⋅ cos

4𝜋

5
，并据此写出 cos

2𝜋

5
 满足的二次方程

（其极小多项式）。 



第三讲练习答案 

3.1 若 
1

𝜋
arccos

1

4
= 𝑟 ∈ ℚ，则 cos(𝑟𝜋) =

1

4
∉ {0,±

1

2
, ±1}，违反 Niven 定理，故无理。 

3.2 √2 + √3 是代数整数 √2, √3 之和，故为代数整数。设 𝛼 = √2 + √3：𝛼2 = 5 +

2√6，(𝛼2 − 5)2 = 24，得 𝛼4 − 10𝛼2 + 1 = 0。它以四个共轭 ±√2 ± √3 为根、在 

ℚ 上不可约（无有理根，亦无有理二次因式），故为极小多项式，deg = 4 > 1，𝛼 

无理。 

3.3 cos
4𝜋

5
= −cos

𝜋

5
= −

1+√5

4
，cos

2𝜋

5
=

√5−1

4
。和 = −

1

2
，积 = −

1

4
。故二者是 𝑡2 +

1

2
𝑡 −

1

4
= 0 即 4𝑥2 + 2𝑥 − 1 = 0 的两根；这就是 cos

2𝜋

5
 的极小多项式（次数 2，故 

cos
2𝜋

5
 无理）。 

 

第四讲 复数与平面几何 

前三讲把复数 / 三角当作解代数（方程、递推、无理性）的工具；本讲转向复数最

直观的化身——把平面上的点写成复数，则距离是模、转角是辐角、旋转是乘 𝑒𝑖𝜃。

许多需要巧添辅助线的几何题，在复数下化成一行代数。 

4.1 理论 

(一) 字典 平面上的点用复数表示。|𝑎 − 𝑏| 是 𝐴, 𝐵 间距离；arg
𝑐−𝑎

𝑏−𝑎
 是有向角 ∠𝐵𝐴𝐶

（从射线 𝐴𝐵 转到 𝐴𝐶）；三点共线 ⇔
𝑐−𝑎

𝑏−𝑎
∈ ℝ。 

(二) 旋转与位似 绕点 𝑝 逆时针转 𝜃 再以比 𝑟 位似：𝑧 ↦ 𝑝 + 𝑟𝑒𝑖𝜃(𝑧 − 𝑝)（纯旋转即 

𝑟 = 1）。这是复数几何最锋利的工具——“等角、等长、正多边形”都靠它。 

(三) 相似与共圆 同向相似 △ 𝐴𝐵𝐶 ∼△ 𝐴′𝐵′𝐶′ ⇔
𝑏−𝑎

𝑐−𝑎
=

𝑏′−𝑎′

𝑐′−𝑎′
。四点 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 共圆或

共线 ⇔ 交比 
(𝑎−𝑐)(𝑏−𝑑)

(𝑎−𝑑)(𝑏−𝑐)
∈ ℝ。 

(四) 正三角形判据 设 𝜔 = 𝑒2𝜋𝑖/3（1 + 𝜔 + 𝜔2 = 0,  𝜔3 = 1）。则 

𝑎, 𝑏, 𝑐 成正三角形 ⇔ 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 = 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎 ⇔ 𝑎 + 𝜔𝑏 + 𝜔2𝑐
= 0 或 𝑎 + 𝜔2𝑏 + 𝜔𝑐 = 0, 

后两式对应两种定向。 

心法 几何题转复数后：旋转 𝑧 ↦ 𝑝 + 𝑒𝑖𝜃(𝑧 − 𝑝) 对付等角、等长、正多边

形；正三角形判据对付”是否正三角形”；交比对付共圆。善用 1 + 𝜔 +

𝜔2 = 0,  𝜔3 = 1 化简；60∘ 旋转常记 𝜀 = 𝑒𝑖𝜋/3 = −𝜔2（𝜀3 = −1）。 



4.2 例题 

例 4.1（正三角形判据） 证明：𝑎, 𝑏, 𝑐 成正三角形 ⇔ 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 = 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎。 

解. 先证因式分解 

𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 − 𝑎𝑏 − 𝑏𝑐 − 𝑐𝑎 = (𝑎 + 𝜔𝑏 + 𝜔2𝑐)(𝑎 + 𝜔2𝑏 + 𝜔𝑐) 

（右端展开，用 𝜔 + 𝜔2 = −1,  𝜔3 = 1 即得）。故左端为 0 当且仅当 𝑎 + 𝜔𝑏 +

𝜔2𝑐 = 0 或 𝑎 + 𝜔2𝑏 + 𝜔𝑐 = 0。 

再说明 𝑎 + 𝜔𝑏 + 𝜔2𝑐 = 0 即”正三角形（某定向）“：逆时针正三角形 𝑎 → 𝑏 → 𝑐 等

价于把 𝑏 − 𝑎 绕 𝑎 转 60∘ 得 𝑐 − 𝑎，即 𝑐 − 𝑎 = 𝜀(𝑏 − 𝑎)，𝜀 = 𝑒𝑖𝜋/3。因 𝜀 = −𝜔2，

代入并用 1 + 𝜔 + 𝜔2 = 0 整理得 𝑎 + 𝜔𝑏 + 𝜔2𝑐 = 0；另一转向给出共轭式。于是

两式之一成立 ⇔ 正三角形 ⇔ 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 = 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎。◼ 

例 4.2（Napoleon 定理） 在 △ 𝐴𝐵𝐶 各边外侧分别作正三角形，其中心为 

𝑂𝐴, 𝑂𝐵, 𝑂𝐶。证明 △ 𝑂𝐴𝑂𝐵𝑂𝐶 为正三角形。 

解. 设 𝜀 = 𝑒𝑖𝜋/3 = −𝜔2（𝜀3 = −1）。边 𝐵𝐶 外侧正三角形的顶点 𝐴1 = 𝑏 + 𝜀(𝑐 − 𝑏)，

其中心（三顶点重心） 

𝑂𝐴 =
𝑏 + 𝑐 + 𝐴1

3
=

(2 − 𝜀)𝑏 + (1 + 𝜀)𝑐

3
, 

轮换得 𝑂𝐵 =
(2−𝜀)𝑐+(1+𝜀)𝑎

3
,  𝑂𝐶 =

(2−𝜀)𝑎+(1+𝜀)𝑏

3
。验证 𝑂𝐴 + 𝜔2𝑂𝐵 + 𝜔𝑂𝐶 = 0——以 𝑎 

的系数为例（用 𝜀 = −𝜔2,  𝜔3 = 1）： 

1

3
[𝜔2(1 + 𝜀) + 𝜔(2 − 𝜀)] =

1

3
[𝜔2(1 − 𝜔2) + 𝜔(2 + 𝜔2)] =

1

3
[𝜔2 + 𝜔 + 1] = 0, 

𝑏, 𝑐 的系数同理为 0。由判据，△ 𝑂𝐴𝑂𝐵𝑂𝐶  为正三角形。◼ 

例 4.3（Ptolemy 不等式） (⋆) 证明：对平面上任意四点 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷， 

𝐴𝐶 ⋅ 𝐵𝐷 ≤ 𝐴𝐵 ⋅ 𝐶𝐷 + 𝐵𝐶 ⋅ 𝐴𝐷, 

等号成立当且仅当 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 顺次共圆。 

解. 对任意复数 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 有恒等式 

(𝑎 − 𝑐)(𝑏 − 𝑑) = (𝑎 − 𝑏)(𝑐 − 𝑑) + (𝑏 − 𝑐)(𝑎 − 𝑑) 

（两边展开均为 𝑎𝑏 − 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 + 𝑐𝑑）。取模并用三角不等式 |𝑢 + 𝑣| ≤ |𝑢| + |𝑣|： 

|𝑎 − 𝑐| |𝑏 − 𝑑| ≤ |𝑎 − 𝑏| |𝑐 − 𝑑| + |𝑏 − 𝑐| |𝑎 − 𝑑|, 

即 𝐴𝐶 ⋅ 𝐵𝐷 ≤ 𝐴𝐵 ⋅ 𝐶𝐷 + 𝐵𝐶 ⋅ 𝐴𝐷。等号当且仅当 (𝑎 − 𝑏)(𝑐 − 𝑑) 与 (𝑏 − 𝑐)(𝑎 − 𝑑) 

辐角相同，即 
(𝑎−𝑏)(𝑐−𝑑)

(𝑏−𝑐)(𝑎−𝑑)
 为正实数——恰是 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 顺次共圆的条件。◼ 



4.3 练习（答案见本讲末） 

练习 4.1 证明：任意四边形各边中点构成平行四边形（Varignon 定理）。 

练习 4.2 设 𝑃 在正三角形 𝐴𝐵𝐶 外接圆的弧 𝐵𝐶（不含 𝐴）上。证明 𝑃𝐴 = 𝑃𝐵 + 𝑃𝐶。 

练习 4.3 (⋆) 在 △ 𝐴𝐵𝐶 各边外侧作正三角形，顶点分别为 𝐴′, 𝐵′, 𝐶′。证明 𝐴𝐴′ =

𝐵𝐵′ = 𝐶𝐶′。 

第四讲练习答案 

4.1 设四边形顶点 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑，各边中点 𝑝 =
𝑎+𝑏

2
, 𝑞 =

𝑏+𝑐

2
, 𝑟 =

𝑐+𝑑

2
, 𝑠 =

𝑑+𝑎

2
。则 𝑞 −

𝑝 =
𝑐−𝑎

2
= 𝑟 − 𝑠，即一组对边为相等向量，故 𝑝𝑞𝑟𝑠 为平行四边形（其边平行于对

角线 𝐴𝐶 且长为其半）。 

4.2 𝑃 在弧 𝐵𝐶（不含 𝐴）上时 𝐴, 𝐵, 𝑃, 𝐶 顺次共圆，Ptolemy 取等：𝑃𝐴 ⋅ 𝐵𝐶 = 𝑃𝐵 ⋅

𝐴𝐶 + 𝑃𝐶 ⋅ 𝐴𝐵。因正三角形 𝐴𝐵 = 𝐵𝐶 = 𝐶𝐴，约去得 𝑃𝐴 = 𝑃𝐵 + 𝑃𝐶。 

4.3 记 𝜀 = 𝑒𝑖𝜋/3 = −𝜔2，外侧正三角形顶点 𝐴′ = 𝑏 + 𝜀(𝑐 − 𝑏),  𝐵′ = 𝑐 +

𝜀(𝑎 − 𝑐),  𝐶′ = 𝑎 + 𝜀(𝑏 − 𝑎)。直接计算（用 𝜀 = −𝜔2,  𝜔3 = 1）得 𝐵′ − 𝐵 =

𝜔2(𝐴′ − 𝐴),  𝐶′ − 𝐶 = 𝜔(𝐴′ − 𝐴)，即 𝐵𝐵′⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐶𝐶′⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  是 𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   旋转 ±120∘ 所得，模长不变，

故 𝐴𝐴′ = 𝐵𝐵′ = 𝐶𝐶′。◼ 

 

第五讲 Vieta jumping 与二次型递降 

前四讲围绕”复数 ↔ 三角”这条主线；本讲独立成章，介绍数论中以小博大的利器

——Vieta jumping（韦达跳跃）。它专治这样一类问题：一个关于 𝑎, 𝑏 对称、且

对每个变量都是二次的丢番图条件。把一个变量冻结，方程成为另一变量的二次方

程；由韦达定理，“另一个根”也是整数，于是能在解之间跳跃。配合无穷递降 / 极

小性，要么逼出矛盾，要么把解集压到一个基例上。 

5.1 理论 

设对称丢番图方程对每个变量都二次，典型形如 𝑎2 − 𝑘 𝑎𝑏 + 𝑏2 = 𝑐（𝑘, 𝑐 为与解相

关的常数 / 参数）。五步法： 

1. 定参。把待定量（商或参数）记作 𝑘，整理成对每个变量二次的形式。 

2. 取极小解。在全体正整数解中取使 𝑎 + 𝑏 最小的一组，不妨 𝑎 ≥ 𝑏。 

3. 看作 𝑎 的二次方程。如 𝑎2 − (𝑘𝑏) 𝑎 + (𝑏2 − 𝑐) = 0，设另一根为 𝑎′，韦达定

理给出 𝑎 + 𝑎′ = 𝑘𝑏,  𝑎 𝑎′ = 𝑏2 − 𝑐。 



4. 断 𝑎′ 为整数。由 𝑎′ = 𝑘𝑏 − 𝑎（两根之和为整数）知 𝑎′ ∈ ℤ；再由 𝑎′ =
𝑏2−𝑐

𝑎
 

控制其符号与大小。 

5. 递降或落底。证 𝑎′ < 𝑎：若 𝑎′ 仍为正整数，则 (𝑎′, 𝑏) 是更小的解，与极小

性矛盾；故只能落到 𝑎′ ≤ 0 等基例，由它反解 𝑘（或断定解集）。 

心法 见到”对称、各变量二次、且要求整除 / 完全平方”的数论方程，立刻

想 Vieta jumping：冻结一个变量 → 韦达给出另一根 → 极小性 + 递降。三

要素缺一不可——另一根是整数（韦达和）、符号可控（韦达积）、严格

变小（递降）。 

5.2 例题 

例 5.1（IMO 1988 第 6 题） 设正整数 𝑎, 𝑏 使 𝑘 =
𝑎2+𝑏2

𝑎𝑏+1
 为正整数。证明 𝑘 是完全

平方数。 

解. 反设 𝑘 不是完全平方数。在方程 

𝑎2 + 𝑏2 = 𝑘(𝑎𝑏 + 1),  即  𝑎2 − (𝑘𝑏) 𝑎 + (𝑏2 − 𝑘) = 0 

的全体正整数解中取 𝑎 + 𝑏 最小者，不妨 𝑎 ≥ 𝑏 ≥ 1。视为 𝑎 的二次方程，另一根 

𝑎′ 满足 

𝑎 + 𝑎′ = 𝑘𝑏 (⇒ 𝑎′ ∈ ℤ),  𝑎 𝑎′ = 𝑏2 − 𝑘 (⇒ 𝑎′ =
𝑏2 − 𝑘

𝑎
). 

• 𝑎′ ≠ 0：否则 𝑏2 − 𝑘 = 0，𝑘 = 𝑏2 为完全平方，矛盾。 

• 𝑎′ < 𝑎：𝑎′ =
𝑏2−𝑘

𝑎
<

𝑏2

𝑎
≤

𝑎2

𝑎
= 𝑎（用 𝑏 ≤ 𝑎）。 

• 𝑎′ ≤ 0：若 𝑎′ ≥ 1，则 (𝑎′, 𝑏) 也是正整数解且 𝑎′ + 𝑏 < 𝑎 + 𝑏，与极小性矛

盾。故 𝑎′ ≤ 0，结合 𝑎′ ≠ 0 得 𝑎′ < 0。 

• 𝑎′ < 0 不可能：把 𝑎′ 代回 𝑎′2 − 𝑘𝑏 𝑎′ + 𝑏2 = 𝑘，左端 = 𝑎′2 + 𝑘𝑏 |𝑎′| + 𝑏2 ≥

1 + 𝑘𝑏 + 𝑏2 > 𝑘，矛盾。 

四条彼此矛盾，故假设不成立：𝑘 必为完全平方数。◼ 

例 5.2（整除链与 Fibonacci） 设正整数 𝑎, 𝑏 使 𝑎𝑏 ∣ 𝑎2 + 𝑏2 + 1。证明 
𝑎2+𝑏2+1

𝑎𝑏
= 3。 

解. 记 𝑘 =
𝑎2+𝑏2+1

𝑎𝑏
，则 𝑎2 − (𝑘𝑏) 𝑎 + (𝑏2 + 1) = 0。取使 𝑎 + 𝑏 最小的正整数解，

不妨 𝑎 ≥ 𝑏。另一根 𝑎′ = 𝑘𝑏 − 𝑎 =
𝑏2+1

𝑎
> 0 为正整数。若 𝑎 > 𝑏，则由 𝑎 ≥ 𝑏 + 1 

得 𝑎′ =
𝑏2+1

𝑎
≤

𝑏2+1

𝑏+1
≤ 𝑏 < 𝑎（末步 𝑏2 + 1 ≤ 𝑏(𝑏 + 1) 即 1 ≤ 𝑏），于是 (𝑎′, 𝑏) 更小，

矛盾。故极小解必有 𝑎 = 𝑏：代入 2𝑎2 + 1 = 𝑘𝑎2，即 𝑎2(𝑘 − 2) = 1，得 𝑎 =

1,  𝑘 = 3。因此 𝑘 恒为 3。（沿跳跃得到的解 1,1,2,5,13,34, … 正是奇数下标的 

Fibonacci 数。）◼ 



例 5.3（Markov 方程） (⋆) 求方程 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 3𝑥𝑦𝑧 的全部正整数解。 

解. (1,1,1) 是一组解。设解满足 𝑥 ≤ 𝑦 ≤ 𝑧，固定 𝑥, 𝑦，则 𝑧 的另一根 

𝑧′ = 3𝑥𝑦 − 𝑧 =
𝑥2 + 𝑦2

𝑧
 

仍为正整数，(𝑥, 𝑦, 𝑧′) 也是解（这就是跳跃）。注意 𝑧′ < 𝑧 ⇔ 𝑧2 > 𝑥2 + 𝑦2 ⇔

3𝑥𝑦𝑧 > 2(𝑥2 + 𝑦2)：除 (1,1,1) 外此式恒成立（𝑥 ≥ 2 时由 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 2𝑦𝑧 即得；

𝑥 = 1,  𝑦 ≥ 2 时化为 3𝑦𝑧 > 2 + 2𝑦2，由 𝑧 ≥ 𝑦 得证；𝑥 = 𝑦 = 1 时仅 (1,1,1) 与 

(1,1,2)，后者 𝑧′ = 1 < 2）。故除基解 (1,1,1) 外，沿最大分量跳跃严格减小 𝑥 +

𝑦 + 𝑧，无穷递降必终止于 (1,1,1)。反之由 (1,1,1) 反复作 (𝑥, 𝑦, 𝑧) ↦ (𝑥, 𝑦, 3𝑥𝑦 − 𝑧) 

即生成全部正整数解（Markov 三元组）： 

(1,1,1) → (1,1,2) → (1,2,5) → (1,5,13),  (2,5,29),…  ◼ 

5.3 练习（答案见本讲末） 

练习 5.1 设正整数 𝑎, 𝑏 满足 𝑎𝑏 > 1 且 𝑎𝑏 − 1 ∣ 𝑎2 + 𝑏2。求 
𝑎2+𝑏2

𝑎𝑏−1
。 

练习 5.2 证明：对每个正整数 𝑚，取 (𝑎, 𝑏) = (𝑚,𝑚3) 即得 
𝑎2+𝑏2

𝑎𝑏+1
= 𝑚2。（与例 5.1 

合起来说明：该商恰好取遍所有完全平方数。） 

练习 5.3 (⋆) 求所有正整数 𝑘，使方程 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑘 𝑥𝑦𝑧 有正整数解。 

第五讲练习答案 

5.1（值为 5） 记 𝑘 =
𝑎2+𝑏2

𝑎𝑏−1
，得 𝑎2 − (𝑘𝑏) 𝑎 + (𝑏2 + 𝑘) = 0。取 𝑎 + 𝑏 最小的解，

不妨 𝑎 ≥ 𝑏；另一根 𝑎′ = 𝑘𝑏 − 𝑎 =
𝑏2+𝑘

𝑎
 为正整数。若 𝑎 > 𝑏 ≥ 2，则 

(𝑎 + 𝑏)(𝑎𝑏 − 1) − (𝑎2 + 𝑏2) = 𝑎2(𝑏 − 1) + 𝑏2(𝑎 − 1) − (𝑎 + 𝑏) > 0, 

故 𝑘 < 𝑎 + 𝑏 ≤ 𝑎2 − 𝑏2（末步用 𝑎 > 𝑏），即 𝑎′ =
𝑏2+𝑘

𝑎
< 𝑎，与极小性矛盾；又 

𝑎 = 𝑏 时 𝑎2 − 1 ∣ 2𝑎2 给出 𝑎2 − 1 ∣ 2，无解。故 𝑏 = 1，由 𝑎 − 1 ∣ 𝑎2 + 1 =

(𝑎 − 1)(𝑎 + 1) + 2 得 𝑎 − 1 ∣ 2，𝑎 ∈ {2,3}，两者均给 𝑘 = 5。 

5.2 直接计算：
𝑚2+𝑚6

𝑚⋅𝑚3+1
=

𝑚2(1+𝑚4)

1+𝑚4 = 𝑚2。故每个完全平方 𝑚2 都被取到；结合例 

5.1（该商只能是完全平方），可知 
𝑎2+𝑏2

𝑎𝑏+1
 的取值恰为全体完全平方数。 

5.3（𝑘 ∈ {1,3}） 取分量和最小的正整数解 𝑥 ≤ 𝑦 ≤ 𝑧。固定 𝑥, 𝑦，另一根 𝑧′ =
𝑥2+𝑦2

𝑧
 为正整数解；极小性（𝑧 为最大分量）迫使 𝑧′ ≥ 𝑧，即 𝑧2 ≤ 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 2𝑦2，

故 𝑧 ≤ √2 𝑦。又 𝑘 𝑥𝑦𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 ≤ 3𝑧2  给出 𝑘 𝑥𝑦 ≤ 3𝑧 ≤ 3√2 𝑦，即 𝑘 𝑥 ≤ 4，

故 𝑘 ≤ 4。 



再排除偶数 𝑘：在所有”偶 𝑘 + 正整数解”中取 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 最小者。平方数模 4 属 

{0,1}；若 𝑥, 𝑦, 𝑧 恰两奇一偶，则左端 ≡ 2 (mod 4)，而右端 𝑘 𝑥𝑦𝑧 含偶因子 𝑘 与偶

分量，≡ 0 (mod 4)，矛盾；故 𝑥, 𝑦, 𝑧 全偶，令 𝑥 = 2𝑥1 等得 𝑥1
2 + 𝑦1

2 + 𝑧1
2 =

2𝑘 𝑥1𝑦1𝑧1（参数 2𝑘 仍偶）且更小，与极小性矛盾。故 𝑘 为奇数。 

结合 𝑘 ≤ 4 得 𝑘 ∈ {1,3}，分别由 (3,3,3)、(1,1,1) 实现。◼ 

 

全册结语 

五讲到此收束。回看脉络：第一讲用 𝑥 = 2cos𝜃 与 Chebyshev 把多项式方程塌缩成

倍角等式，立起”复数 ↔ 三角”这把总钥匙；第二讲用同一种换元把非线性 / 分式

递推线性化，化作指标翻倍或角度平移；第三讲深入这些三角值的算术本性——代

数整数与极小多项式，回答”为何它们满足整系数方程、何时有理”；第四讲把复数

从代数推向几何，旋转即乘 𝑒𝑖𝜃，正三角形判据与交比让综合题化为一行。前四讲

共用一条主线：把”角度 / 旋转”翻译成”乘一个单位复数”。第五讲独立成章，Vieta 

jumping 与无穷递降展示纯数论里”以小博大”的另一种力量——冻结、跳跃、递降。 

愿这五把工具——倍角塌缩、换元线性化、极小多项式、复数几何、韦达递降—

—在你的二试 / CMO 之路上各显其用。 


